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Zusammenfassung Die Unlosbarkeit des Halteproblems steht in einem starken
formalen Bezug zur Russellschen Antinomie Sowohl diese Gemeinsamkeit als auch
der inhaltliche Unterschied sind auf einem Niveau formulierbar das die Einsicht in




Es gehort zur Folklore	 der Grundlagen der Informatik
 da das Halteproblem	
nicht entscheidbar ist Ein Beweis dieses Fundamentalsatzes der Unlosbarkeit	
benutzt siehe zB GS oder Re folgendes Argument
Nehmen wir an
 es gabe eine universelle Funktion haelt an
 die in der Lage ist

zu entscheiden
 ob eine beliebige durch ihren Quelltext gegebene Funktion F fur
gegebene Daten D in Form eines Textes anhalt
 dh zu einem Ende kommt
 oder
nicht
 etwa in Modula
PROCEDURE haelt an F D ARRAY OF CHAR BOOLEAN
oder funktional
 etwa in Miranda

haelt an char 	
 char 	
 bool
 Mathematics Subject Classication 	B
 	E	 	F	 N
 CR Classication Scheme F F F F	




Wir betrachten dann die Funktion
PROCEDURE seltsam F ARRAY OF CHAR BOOLEAN
BEGIN
IF haelt an F F
THEN LOOP END







seltsam f  seltsam f haelt an f f
 True otherwise
Diese Funktion hat die Eigenschaft
 da
 seltsam F
genau dann gilt dh den Wert TRUE liefert
 wenn
 haelt an seltsam F
gilt
 also wenn sie anh

alt und den Wert TRUE liefert
 was nach Konstruktion zu
 NOT haelt an F F
aquivalent ist
 also dazu
 da die Funktion F nicht anh

alt
 falls ihr der eigene
Quelltext als Parameter ubergeben wird Die entscheidende Beweisidee ist hierbei

da der metasprachlich formulierte Sachverhalt  sich in  objektsprach
lich formuliert wiederndet
Einsetzen von seltsam fur F in  und  ergibt nun aber
 haelt an seltsam seltsam
und gleichzeitig
 NOT haelt an seltsam seltsam

also einen Widerspruch
Die Funktion seltsam mit ihrem eigenen Quelltext als Eingabe h

alt genau
dann an wenn sie nicht anh

alt Da dieser Widerspruch auf der Annahme der
Existenz einer Entscheidungsfunktion haelt an basiert
 kann es eine derartige
Funktion nicht geben
 dh das Halteproblem	 ist nicht entscheidbar
Insbesondere zeigt dieses Beispiel
 da es Probleme gibt
 die aus prinzipiellen
Grunden nicht  auch nicht unter Einsatz beliebig vieler unbegrenzt leistungsfahiger
Rechner  losbar sind
ZUR UNL

OSBARKEIT DES HALTEPROBLEMS 	
 Bezug zur Russellschen Antinomie
Eine Analyse der Grundidee dieser rein informatischen Beweisfuhrung zeigt eine
starke formale Analogie zur Russellschen Antinomie
 
siehe Ru oder H in der
Mengenlehre
 was wie folgt einzusehen ist
Wir ersetzen wir die durch ihre Quelltexte reprasentierten Funktionen und die
Datentexte
 auf denen sie operieren
 durch Mengen und das Pradikat haelt an
durch das mengentheoretische Symbol  
 dh
haelt an F D die Funktion F halt fur die Daten D an
durch
D  F die Menge F enthalt die Menge D als Element
Die Funktion seltsam entspricht dann einer Menge S
 die Aussage  der Aus
sage
 F  S
und  der Aussage
 F  F
womit sich S  fF j F  Fg Menge	 aller derjenigen Mengen
 die sich nicht
selbst als Element enthalten ergibt Einsetzen von S fur F in  und  liefert
nun aber die Russellsche Antinomie entsprechend  und 
 S  S
genau dann
 wenn
 S  S
Allerdings besteht ein Unterschied zwischen der oben angefuhrten informatischen
Argumentation und dieser Situation in der Mathematik
In der Mengenlehre gibt es das Pradikat  sehr wohl
 folglich mu die Bildung
der Supermenge	 S Menge aller Mengen    	 mangels Konsistenz abgelehnt
werden
Aufgelost wird die Antinomie durch die Unterscheidung zwischen Mengen	 und
Klassen	 Mengen	 einer MetaEbene im Rahmen einer axiomatischen Grund
legung einer Mengenlehre nach ZermeloFraenkel oder NeumannBernaysGodel
 in
der die Klasse aller Mengen	 zulassig ist
Dagegen ist die informatische Konstruktion von seltsam relativ zur Existenz
der Entscheidungsfunktion haelt an  syntaktisch wie semantisch einwandfrei

woraus die Nichtexistenz eines solchen Pradikates folgt
 
oder allgemeiner zum Beweis da es nie eine surjektive Abbildung von einer Menge A auf
ihre Potenzmenge PA geben kann also auch keine injektive Abbildung von PA nach A
wenn sA PA surjektiv ware hatte fa  A j a  sag  PA ein Urbild x  A unter s folglich






 da es grundsatzlich unlosbare Probleme gibt
 ist so fundamen
tal
 da sie sich  gerade aufgrund ihrer Formulierbarkeit mit elementaren Mitteln 
als Gegenstand des InformatikUnterrichts an der gymnasialen Oberstufe anbietet
Voraussetzung fur die Behandlung des Problems ist  abgesehen von Basiskennt
nissen uber eine Programmiersprache  lediglich ein sauberer Funktionsbegri
 wie
er wohl im Laufe eines jeden ersten Unterrichtsjahres in Informatik bereitgestellt
wird
Die logische Spielerei mit dem DiagonalArgument kann anhand der Bildung der
Klasse aller Mengen
 die sich nicht selbst als Element enthalten
 oder einer geeigne
ten Antinomie vorbereitet werden die Einsicht in die Legitimitat der Konstruktion
von seltsam ist eine einfache





Ubertragung des vorgestellten Problemkreises auf Antinomien
 wie sie schon
in der Antike bekannt waren
 liegt auf der Hand Sie gibt Sto fur Aufgaben im
InformatikUnterricht
 die der Lernzielsicherung oder dem Einstieg in das Thema
dienen konnen
Als Beispiel sei die klassische Antinomie des Barbiers angefuhrt Wir betrachten
die Funktion
 die angibt
 ob ein Herr F einen Herren H rasiert
PROCEDURE rasiert F H Herren BOOLEAN
und die naheliegende Funktion

PROCEDURE rasiert sich nicht selbst H Herren BOOLEAN
BEGIN
RETURN NOT rasiert H H
END rasiert sich nicht selbst
Die Annahme
 wir konnten diese Funktion durch einen Barbier vom Typ Herren
reprasentieren
 der alle diejenigen Herren rasiert
 die sich nicht selbst rasieren
 rasiert sich nicht selbst H  rasiert Barbier H
fuhrt durch Einsetzen von Barbier fur H in  und  zu dem Paradoxon
 da
sich der Barbier
genau dann selbst rasiert

wenn er sich nicht selbst rasiert
Im Paradigma der Russellschen Antinomie wird das Problem einfach dadurch
gelost
 da verboten wird
 diesen Barbier zu betrachten
 weil seine Einfuhrung
Bestandteil der metasprachlichen Ebene ist
Im Paradigma des Halteproblems ist die Situation etwas schwieriger
ZUR UNL

OSBARKEIT DES HALTEPROBLEMS 
Der dortige Beweis basiert auf der

Aquivalenz von  und 
 also der erwahnten
Grundidee
 metasprachliche Bestandteile des Beweises in der Objektsprache zu for
mulieren
 was ermoglicht
 da auf die Funktion seltsam die sich auf die
Definition von haelt an st

utzt wiederum haelt an angewendet werden
kann
Auf das Beispiel des Barbiers lat sich dieses Prinzip jedoch nicht ohne weiteres
ubertragen
 weil der Typ Herren nicht mit dem der Funktionen auf Herren
ubereinstimmt Durch eine Modikation der bisherigen Betrachtungen lat sich
aber auch in diesem Paradigma das Halteproblem wiedernden
Wir unterstellen
 es gabe eine Funktion rasiert und wird fertig
 die entschei
det





PROCEDURE Barbier rasiert H Herren BOOLEAN
BEGIN
IF rasiert und wird fertig H H
THEN LOOP  endloser Streit zwischen Barbier und H  END
RETURN FALSE  was deshalb nicht passiert 
ELSE RETURN rasiert Barbier H
END
END Barbier rasiert
fur die wir nun den zu  bis  vollstandig analogen Sachverhalt haben
Barbier rasiert H gilt
 dh liefert genau dann den Wert TRUE
 wenn der

Barbier den Herren H rasiert und
damit irgendwann fertig wird

also wenn rasiert Barbier H und
 rasiert und wird fertig Barbier H
Das ist aber nach Konstruktion von Barbier rasiert aquivalent zu
 NOT rasiert und wird fertig H H
Einsetzen von Barbier fur H in  und  liefert das gleiche Desaster wie beim
Halteproblem
 folglich kann die Funktion rasiert und wird fertig nicht exi
stieren
An der vorgestellten Beispielklasse lat sich vortreich demonstrieren
 da 
nicht nur in der Mathematik
 sondern auch in der Informatik  auerst sorgfaltig
zwischen Sprache und Metasprache unterschieden werden mu
 was die Logiker
erst in unserem Jahrhundert in die Lage versetzt hat
 jahrtausendealte Paradoxien
aufzulosen
Und wie war das nun mit dem Kreter E der behauptet haben soll
alle Kreter seien L







E Epimenides aus Kreta in Athen verbreitetes Paradoxon etwa  v Chr
GS L Goldschlager A Lister Informatik  Eine moderne Einfuhrung Kapitel 		 Carl
HanserVerlag Munchen Wien  pp 

Re P Rechenberg Was ist Informatik Kapitel 
 CarlHanserVerlag Munchen Wien 
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H B Russell Letter to Frege 	
 From Frege to Godel J v Heijenoort ed A Source
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